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0 Introducao

© Preliminares: Freeness and Linearized polynomials
© Elementos primitivos k-normais

@ Elementos primitivos 2-normais
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Introdugao

For
(Fgn,-) grupo multiplicativo.

Fgn espaco vetorial de dimensdo n sobre .
Fq

mais em Corpos Fini



Introdugao

For
(Fgn,-) grupo multiplicativo.

Fgn espaco vetorial de dimensdo n sobre .
Fq

Definicdo 1.1

Um elemento o € Fgn é chamado primitivo se (a) = F,.

Josimar Ramirez, Victor Newmann i i imitivos 2-normais em Corpos Finito



Introdugao

For
(Fgn,-) grupo multiplicativo.

Fgn espaco vetorial de dimensdo n sobre .

| ’ﬁ
Q

Definicdo 1.1

Um elemento o € Fgn é chamado primitivo se (o) = .

Definigdo 1.2

2 2 n—1
Um elemento o € Fgn é chamado normal se B = {a, 09,09 ,--- a7 '}
€ uma base de IFgn como espago vetorial sobre IF,.
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Introdugao

Teorema 1.3 (Teorema da Base normal primitiva-1987)

Para todo entero positivo n e qualquer corpo finito Fq, existe um elemento
a € Fgn que € primitivo e normal sobre .
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Introdugao

Teorema 1.3 (Teorema da Base normal primitiva-1987)

Para todo entero positivo n e qualquer corpo finito Fq, existe um elemento
a € Fgn que € primitivo e normal sobre .

© Lenstra e Schoof (1987).
@ Cohen e Huczynska (2003).
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Introdugao

Teorema 1.3 (Teorema da Base normal primitiva-1987)

Para todo entero positivo n e qualquer corpo finito Fq, existe um elemento
a € Fgn que € primitivo e normal sobre .

© Lenstra e Schoof (1987).
@ Cohen e Huczynska (2003).

Como generalizar?
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Introdugao

Seja d(a) = dim B, onde B = {a,a%,a%,--- ;a9 '}

a énormal & d(a)=n
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Introdugao

Seja d(a) = dim B, onde B = {a,a%,a%,--- ;a9 '}

a énormal & d(a)=n

Defini¢do 1.4 (Huczynska, Mullen, Panario, Thompson (2013))

Seja a € Fgn. Dizemos que o é um elemento k-normal de Fgn sobre Fy se,
e somente se d(a) = n — k
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Introdugao

Seja d(a) = dim B, onde B = {a,a%,a%,--- ;a9 '}

a énormal & d(a)=n

Defini¢do 1.4 (Huczynska, Mullen, Panario, Thompson (2013))

Seja a € Fgn. Dizemos que o é um elemento k-normal de Fgn sobre Fy se,
e somente se d(a) = n — k

normal < 0-normal
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Introdugao

Observacdo 1.5

0 € o dunico elemento n-normal.
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Introdugao

Observacdo 1.5

0 € o dunico elemento n-normal.

Existem elementos k-normais primitivos?

k=0 ,/(TBNP)
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Introdugao

Observacdo 1.5

0 € o dunico elemento n-normal.

Existem elementos k-normais primitivos?

k=0 ,/(TBNP)

k =1 4/ Lucas Reis - David Thomson (2018)
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Introdugao

Observacdo 1.5
0 € o dunico elemento n-normal.

Existem elementos k-normais primitivos?

k=0 ,/ (TBNP)
k =1 4/ Lucas Reis - David Thomson (2018)

k =2 4/ Victor Newmann - J.R. (2020)
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Introdugao

Observacdo 1.5
0 € o dunico elemento n-normal.

Existem elementos k-normais primitivos?

k=0 +/ (TBNP)
k =1 4/ Lucas Reis - David Thomson (2018)
k =2 4/ Victor Newmann - J.R. (2020)

k>2 7
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Preliminares: Freeness and Linearized polynomials

Como estudar os k-normais? )

‘mais em Corpos Finito



Preliminares: Freeness and Linearized polynomials

Linearized Polynomials

f(x Z aix' < g-associado sobre For & Le(x Z aj X7
i=0
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Preliminares: Freeness and Linearized polynomials

Linearized Polynomials

f(x Z aix' < g-associado sobre For & Le(x Z aj X7
i=0

Zo = {f € Fg[x] | Lr(a) = 0} = (mq q(x))-
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Preliminares: Freeness and Linearized polynomials

Linearized Polynomials

f(x Z aix' < g-associado sobre For & Le(x Z aj X7
i=0

Zo = {f € Fg[x] | Lr(a) = 0} = (mq q(x))-

Definicdo 2.1

O polinémio ménico my q(x) € Fq[x] € conhecido como o Fq-ordem de a.
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Preliminares: Freeness and Linearized polynomials

Teorema 2.2

a € k-normal < mg, 4(x) tem grau n — k.

mais em Corpos Fini



Preliminares: Freeness and Linearized polynomials

Teorema 2.2

a € k-normal < mg, 4(x) tem grau n — k.

a é normal & O Fg-ordem de o é x" — 1.
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Preliminares: Freeness and Linearized polynomials

Teorema 2.2

a € k-normal < mg, 4(x) tem grau n — k.

a é normal & O Fg-ordem de o é x" — 1.

primitivo?
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Preliminares: Freeness and Linearized polynomials

eorema 2.3

O niimero dos elementos k-normais de Fqn sobre Fq é dado por

Z q)Q(h)?

h|x"—1
deg(h)=n—k

onde os divisores sao ménicos e a divisao € sobre .
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Preliminares: Freeness and Linearized polynomials

eorema 2.3

O niimero dos elementos k-normais de Fqn sobre Fq é dado por

Z q)Q(h))

h|x"—1
deg(h)=n—k

onde os divisores sao ménicos e a divisao € sobre .

Corolario 2.4

Elementos k-normais existem (ndo necessariamente primitivo) se, e
somente se x" — 1 admite um divisor de grau k sobre IF.
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Preliminares: Freeness and Linearized polynomials

Freeness

Definicdo 2.5

a) Seja m|(q" — 1), dizemos que a € F*, é m-livre se a = 39, para
(a) Sej "
algum divisor d de m implica d = 1.
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Preliminares: Freeness and Linearized polynomials

Freeness

Definicdo 2.5

(a) Seja m|(q" — 1), dizemos que o € F, é m-livre se o = B9, para
algum divisor d de m implica d = 1.

(b) Seja M|(x" — 1), dizemos que o € Fgn é M-livre se a = Ly(3) para
algum divisor h de M implica h = 1.
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Preliminares: Freeness and Linearized polynomials

Freeness

Definicdo 2.5

(a) Seja m|(q" — 1), dizemos que o € F, é m-livre se o = B9, para
algum divisor d de m implica d = 1.

(b) Seja M|(x" — 1), dizemos que o € Fgn é M-livre se a = Ly(3) para
algum divisor h de M implica h = 1.

a é primitivo < « é (q" — 1)-livre.
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Preliminares: Freeness and Linearized polynomials

Freeness

Definicdo 2.5

(a) Seja m|(q" — 1), dizemos que o € F, é m-livre se o = B9, para
algum divisor d de m implica d = 1.

(b) Seja M|(x" — 1), dizemos que o € Fgn é M-livre se a = Ly(3) para
algum divisor h de M implica h = 1.

a é primitivo < « é (q" — 1)-livre.

a é normal & a é (x" — 1)-livre.

Josimar Ramirez, Victor Newmann Existéncia de elementos primitivos 2-normais em Corpos Finito



Preliminares: Freeness and Linearized polynomials

Proposi¢do 2.6 (k = 1)
Suponha que x" — 1 ndo possui factor repetido x — ¢, ¢ € Fq. Logo

"—1 n—1
Fg-ord(a) = );7 Saé <);) — free.
— S — <
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Preliminares: Freeness and Linearized polynomials

Proposi¢do 2.6 (k = 1)
Suponha que x" — 1 ndo possui factor repetido x — ¢, ¢ € Fq. Logo

"—1 n—1
Fg-ord(a) = X Tt saé <X) — free.

X—g X—g
Seja
W(t) = # divisores livres de quadrados de t, se t € Z.
| # divisores ménicos livres de quadrados de t, se t € Fq[x].
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Preliminares: Freeness and Linearized polynomials

x"—-1_

7 livre.

Considere p { n. Seja N o niimero de elementos primitivos,
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Preliminares: Freeness and Linearized polynomials

Xn_]_ .
7 livre.

Considere p { n. Seja N o niimero de elementos primitivos,

N= " w(w) Qr(w),

WE[Fqn

onde, t=¢q"—1, T=%=1e

x—1

wi(w) fungdo carateristica t-livre, t | ¢" — 1.
Q7 (w) fungdo carateristica T-livre, T | x" — 1.
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Preliminares: Freeness and Linearized polynomials

Xn_]_ .
7 livre.

Considere p { n. Seja N o niimero de elementos primitivos,

N= " w(w) Qr(w),

WE[Fqn
onde, t=¢q"—1, T=%=1e

x—1

wi(w) fungdo carateristica t-livre, t | ¢" — 1.
Q7 (w) fungdo carateristica T-livre, T | x" — 1.

Precisamos N > 0
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Preliminares: Freeness and Linearized polynomials

Xn_]_ .
7 livre.

Considere p { n. Seja N o niimero de elementos primitivos,

N= " w(w) Qr(w),

WE[Fqn
onde, t=¢q"—1, T=%=1e

x—1

wi(w) fungdo carateristica t-livre, t | ¢" — 1.
Q7 (w) fungdo carateristica T-livre, T | x" — 1.

Precisamos N > 0 < Somas de Gauss
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Preliminares: Freeness and Linearized polynomials

Teorema 2.7

Suponha que ged(g,n) = 1. Se

x—1

entdo existe elemento primitivo 1-normal em Fqn sobre Fg.
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Preliminares: Freeness and Linearized polynomials

Teorema 2.7
Suponha que ged(g,n) = 1. Se

x—1

entdo existe elemento primitivo 1-normal em Fqn sobre Fg.

Teorema 2.8 (Teorema do elemento primitivo 1-normal-2018)

Seja q uma poténcia de um primo e n > 3 um inteiro positivo. Existe um
elemento primitivo 1-normal de ¥ 4» sobre F;. Além disso, quando n = 2
ndo existe elemento primitivo 1-normal de F > sobre IFg.
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Elementos primitivos k-normais

Caso geral

Como gerar elementos k-normais?

Proposicao 3.1

Seja B € Fgn um elemento normal, f € F4[x] divisor de x" — 1 de grau k.
Ent3o L¢(3) € k-normal
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Elementos primitivos k-normais

Caso geral

Como gerar elementos k-normais?

Proposicao 3.1

Seja B € Fgn um elemento normal, f € F4[x] divisor de x" — 1 de grau k.
Ent3o L¢(3) € k-normal

L¢(w) primitivo

|
Z Q(w) - w(Ly(w)).
weF 4n I

w normal

Contabiliza: w € Fgn tal que L¢(w) é primitivo e k-normal.
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Elementos primitivos k-normais

Teorema 3.2

Se x" — 1 possui um divisor de grau k e
g2 k> W(q" - 1)W(x" —1)

entdo existe pelo menos um elemento primitivo k-normal em IF .
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Elementos primitivos k-normais

Teorema 3.2

Se x" — 1 possui um divisor de grau k e
g2 k> W(q" - 1)W(x" —1)

entdo existe pelo menos um elemento primitivo k-normal em IF .

aa
k<n- l—$—log(2
2 logn +loglogq =
! J
I
h(n,q)
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Elementos primitivos k-normais

Teorema 3.2

Se x" — 1 possui um divisor de grau k e
g2 k> W(q" - 1)W(x" —1)

entdo existe pelo menos um elemento primitivo k-normal em IF .

aa
k<n- l—$—log(2
2 logn +loglogq =
! J
I
h(n,q)

1
anm@:qu>Lkemg)¢

q—00 2
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Elementos primitivos k-normais

Elementos primitivos 2-normais |

mais em Corpos Fini



Elementos primitivos 2-normais

Proposicao 4.1
Seja I,(r) o nidmero de fatores ménicos irredutiveis de x" — 1 de grau r

sobre Fq. Temos

) =15t (2),
d|r

onde ty = gcd(q? — 1, n).

Existéncia de elementos primitivos 2-normais em Corpos Finito

Josimar Ramirez, Victor Newmann



Elementos primitivos 2-normais

Proposicao 4.1

Seja I,(r) o nidmero de fatores ménicos irredutiveis de x" — 1 de grau r
sobre Fq. Temos

onde ty = gcd(q? — 1, n).

Corolario 4.2

Existe elemento 2-normal em F4n sobre F se, e somente se
ged(q® — g,n) # 1.
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Elementos primitivos 2-normais

Proposicao 4.1

Seja I,(r) o nidmero de fatores ménicos irredutiveis de x" — 1 de grau r
sobre Fq. Temos

onde ty = gcd(q? — 1, n).

Corolario 4.2

Existe elemento 2-normal em F4n sobre F se, e somente se
ged(q® — g,n) # 1.

Algum deles é primitivo?
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Elementos primitivos 2-normais

Lembrando...

Teorema 4.3

Se x" — 1 possui um divisor de grau k e
g5k > W(g" — YW(x" 1)

entdo existe pelo menos um elemento primitivo k-normal em IFgn.
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Introducdo

Preliminares: Freeness and Linearized polyr als
Elementos primitivos k-normais

Elementos primitivos 2-normais

Problemas a trabalhar

Lembrando...

Teorema 4.3
Se x" — 1 possui um divisor de grau k e

B > W(q" — )W(x" 1)
entdo existe pelo menos um elemento primitivo k-normal em FF gn.
Teorema 4.4

Sejam f, T € Fq[x]| divisores de x" — 1 tal que degf =k e
gcd (anl, T) #+ 1 e sejam e N divisor de g" — 1. Se

q"* 7k = W(m)W(T)

logo existe o € Fgn T-livre tal que L¢(cr) € m-livre.
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Elementos primitivos 2-normais

Proposicao 4.5

Sejam f, T € Fq[x] divisores x" — 1 tal que deg f = k e gcd (anl, T) #1
e seja m € N divisor de q" — 1. Sejam Q1, ..., Qs polindmios irredutiveis e
p1,--.,Ppr Ndmeros primos tal que rad(x" — 1) =rad(T) - Q1- Q2--- Qs €
rad(q" — 1) = rad(m) - p1 - p2- - - pr. Suponha que

s=1->7, L -3¢ %Qj>0esejaA:%+2. Se

i=1p ~ 2uj=17

g2k > W(m)W(T)A,

entdo existe pelo menos um elemento primitivo k-normal em IF gn.
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Elementos primitivos 2-normais

Proposicao 4.6

Suponhan>5eq > (n—1)2. Sex" —1 tem um fator de grau k > 2 em
Fqlx] e gz K >2(n+1)W(q" — 1), logo existe um elemento primitivo
k-normal em Fgn.
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Elementos primitivos 2-normais

Proposicao 4.6

Suponhan>5eq > (n—1)2. Sex" —1 tem um fator de grau k > 2 em
Fqlx] e gz K >2(n+1)W(q" — 1), logo existe um elemento primitivo
k-normal em Fgn.

Proposicao 4.7
Seja n > 8 um ndmero natural. Existe elemento primitivo 2-normal em
Fgn para toda poténcia de primo q satisfazendo gcd(q® — g, n) # 1.

Josimar Ramirez, Victor Newmann Existéncia de elementos primitivos 2-normais em Corpos Finito



Elementos primitivos 2-normais

Condicoes
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Elementos primitivos 2-normais

Condicoes

g K > W(q" - H)W(x" - 1) g2~ = W(m)W(T)A

Conseguir “boas” cotas a funcao W !
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Elementos primitivos 2-normais

Condicoes

g K > W(q" - H)W(x" - 1) g2~ = W(m)W(T)A

Conseguir “boas” cotas a funcao W !

n=71,6,5 +/
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Elementos primitivos 2-normais

Condicoes

g K > W(q" - H)W(x" - 1) g2~ = W(m)W(T)A

Conseguir “boas” cotas a funcao W !

n=71,6,5 +/
Sek=2en=4..
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Elementos primitivos 2-normais

Condicoes

g K > W(q" - H)W(x" - 1) g2~ = W(m)W(T)A

Conseguir “boas” cotas a funcao W !

n=71,6,5 +/

Se k =2 e n=4... Precisamos outra condi¢3o!
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Elementos primitivos 2-normais

Cason=4

g=1 (mod 4)

‘mais em Corpos Fi



Elementos primitivos 2-normais

Cason=4

g=1 (mod 4)

Proposicao 4.8

Sejam u,v € F e f(x) = (x + 1)(x + b) € Fy[x] onde b € ¥ satisfaz
b? = —1. Sey = uL¢(a) + v € primitivo em Fy logo vy € 2-normal em F ja.
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Elementos primitivos 2-normais

Cason=4

g=1 (mod 4)

Proposicao 4.8

Sejam u,v € F e f(x) = (x + 1)(x + b) € Fy[x] onde b € ¥ satisfaz
b? = —1. Sey = uL¢(a) + v € primitivo em Fy logo vy € 2-normal em F ja.

qz > 3W(q* - 1), q% > 3W(m)A
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Elementos primitivos 2-normais

Cason=4

g=1 (mod 4)

Proposicao 4.8

Sejam u,v € F e f(x) = (x + 1)(x + b) € Fy[x] onde b € ¥ satisfaz
b? = —1. Sey = uL¢(a) + v € primitivo em Fy logo vy € 2-normal em F ja.

qz > 3W(q* - 1), q% > 3W(m)A = Existe v primitivo
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Elementos primitivos 2-normais

Teorema 4.9 (Teorema do elemento primitivo 2-normal-2020)

Seja g a poténcia de um primo e n um nidmero natural. Existe elemento
primitivo 2-normal em Fn se, e somente se n > 5 e gcd(q®> — q,n) # 1 ou
n=4eqg=1 (mod 4).
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Problemas a trabalhar

AGORA??? J

tor Newmann a de elementos prim mais em Corpos



Problemas a trabalhar

Problemas abertos

© Encontrar uma “boa” férmula para contar os elementos k-normal em
Fgn sobre Fg, para valores particulares de (g, n, k).
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Problemas a trabalhar

Problemas abertos

© Encontrar uma “boa” férmula para contar os elementos k-normal em
Fgn sobre Fg, para valores particulares de (g, n, k).

@ Determine a existéncia de elementos o € Fgn k-normais “de ordem
alto”. Onde ordem alto significa Fg-ord(c«r) = N, onde N é um divisor
de x" — 1 de grau “alto”.
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Problemas a trabalhar

Problemas abertos

© Encontrar uma “boa” férmula para contar os elementos k-normal em
Fgn sobre Fg, para valores particulares de (g, n, k).

@ Determine a existéncia de elementos o € Fgn k-normais “de ordem
alto”. Onde ordem alto significa Fg-ord(c«r) = N, onde N é um divisor
de x" — 1 de grau “alto”.

© Determine os pares (n, k) tal que existe elementos primitivos
k-normais de [Fgn sobre IFy.
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Problemas a trabalhar

Problemas abertos

© Encontrar uma “boa” férmula para contar os elementos k-normal em
Fgn sobre Fg, para valores particulares de (g, n, k).

@ Determine a existéncia de elementos o € Fgn k-normais “de ordem
alto”. Onde ordem alto significa Fg-ord(c«r) = N, onde N é um divisor
de x" — 1 de grau “alto”.

© Determine os pares (n, k) tal que existe elementos primitivos
k-normais de [Fgn sobre IFy.

@ Encontrar férmula para contar os elementos primitivos k-normal em
Fgn sobre .
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Gracias!
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